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4. Modelo M/M/c: c servidores en paralelo

Se dispone de c¢ servidores paralelos idénticos, cada uno de los cuales sirve
a una tasa de p clientes por unidad de tiempo.

Luego, si los ¢ estan utilizandose, la tasa media de salida del servicio es cy.
Cuando hay n < c clientes en el sistema, s6lo trabajan n servidores y, por tan-
to, la tasa de servicio es nu. Es decir, las tasas de nacimiento y muerte son

A, = A, n=2~0,12 ..

np, sin=12 ..c
/'{"-‘?_ —

ci, sin >c

y su diagrama de transicion es

A A A A A 3 A
' P _
ooo2p 3p (-2 (c-Dpep cp
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El sistema de ecuaciones en equilibrio es:

Estado Tasa entrada = Tasa salida
0 LT = AT

l<n<c—-1 Amp1+(n+Dumpsr = (A+np)m,
n >c ATp—1 +Ccumpt1 = (A+cu)my,

El proceso para alcanzar la solucidn del sistema es el siguiente:
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Obteniendo finalmente (r = My es la intensidad de trafico):

c—1 .00
7 1 e ( I )‘?_(
o = — — E r /C
n! cl '
1= n=c
y
( T’”
_T?TO-.
;T.‘?_' p— ?I +T "

Para obtener 1, hemos impuesto que el factor de utilizacion p = M(cp) <

que es la condicion de estabilidad.
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Una probabilidad de interés en este modelo es la probabilidad de tener que
esperar en la cola (todos los servidores estan ocupados), es decir, P(N = ¢),
que se denota como C(c, r), llamada féormula C de Erlang:

c—1 c—1
Cle,r)=P(N 2¢)=1-P(N<c)=1-Y m=1-Y ;—T?*‘o
n=0 n=0

R R S .
O\ c(l—2) Sl —p)  1-p

c—1 c

o .
L-p) |3 S ——
L=r) [ ] C‘I(lp)]

Normalmente, se deja al software (por ejemplo, WinQSB) que calcule los va-
lores C(c,r), si bien tradicionalmente se obtenian de forma aproximada a par-
tir de su representacion grafica (Allen, 1978). Hoy en dia es muy sencillo pro-
gramar estas formulas.
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Medidas de rendimiento

Comenzamos calculando L, por ser mas sencillo que L

o0 o0 o0 it te o0 FCpT
L,=E(N,) = E (n —c)m, = E N ppe = E N———mp = E N——my =
cle cle
n=c n= n= n=0
oc c n c C
_ rp T y T P _ P
= n——mo = Mo~ npt =TT = = (¢ :r)l -,
— ch— cl(l —p) —p

Empleando las férmulas de Little llegamos a:

o L,  Cler)
TN ep(l —p)

El tiempo medio de espera en cola para aquellos clientes que deben esperar:

E(q|q>0 i i 1
11 q > = = - :
=9 =500 T Clen - el =p)
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A partir de aqui, podemos conseguir expresiones para Wy L :
- - - l (_-’f ?'-..’
W=, +, == (1+&>
[t c(l —p)
L=AW=cp+C(c,r)

l—p
Obtengamos las distribuciones de las v.a. g y w.

Para q, debemos tener en cuenta que el cliente que no espera en cola (g = 0)
es el que al llegar encuentra en el sistema N = n < c clientes. En caso contra-
rio, con n = ¢, la longitud de la cola es n - c y el cliente tendra que esperar a
qgue se sirvan n-c+1 clientes (el que esta siendo servido también cuenta).

De este modo, su tiempo en cola es g =s,+...+ s, .4, cON S, v.a.i.i.d. segun
Exp(cp), que conduce a que g siga una distribucion gamma de parametros
p=n-ct1ya=cpu.
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Por lo tanto, parat= 0

Fj(t)=P(q=0)+P(0<q<t)=1-Cle,r)+ > Plg<t|N=n)m,

n—c

t AL — n

_ - ey e )t T
J— _ _f = A = - (_|'I-'f‘1 . - ———
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C + 0

' (c —1)!
. i ?‘_OTC 1 — E._—(_c-—r)f_n‘
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=1 - C(e,r) +Ce,r)(1 —e Tty = | — (e, r)e” Up)ant,




Tema 2. Modelos de Colas Poissonianos Probabilidades y Estadistica Il

En los dos ultimos pasos utilizamos que c—r=c (1 - p).

q tiene un punto (t=0) con probabilidad positiva: P(q=0) = P(N < c¢)=1 - C(c, r).

Analogamente, podemos obtener la distribucidon de w:
{ |+ r—c—+ 1. — (_'_',-‘(_Ct, -r,)e_m _‘ (c, T) _.___“_P)(__f_d’

1 — l—l—( (c,7)utle THE .- sir=c— 1
L [ )

sir#=c—1

Obviamente, tomando ¢ = 1, recuperamos las férmulas del modelo M/M/1.
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5. Modelo M/M/=: infinitos servidores

El sistema de espera tiene un numero ilimitado de servidores, lo que significa
que cada cliente que llega es servido inmediatamente.

A pesar de no haber competencia ni comparticion de recursos, los resultados
de este modelo pueden servirnos para estimar cantidades de interés en siste-
mas con un numero c suficientemente grande de servidores.
Las tasas de nacimiento y muerte son

An = A, n=0,12,

1, =np, n=1273 ..

y su diagrama de transicion es

A /S A A A A

L 2n 3p (- (n-Dp np (tp
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;10)\ = T4
LA+ p) = ToA+2pms
Ta(A 4+ 2u) = mA+ 3pms
Tn(A+np) = T A+ (n+ 1)pm, 1
N =1
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Se obtiene que la v.a. N sigue una distribucion de Poisson de parametro r =

Mu, con la condicion de estabilidad r< 1.

Por tanto, L = My, que indica el numero medio de servidores ocupados.

Ademas, 0,2 = M.

Como no hay cola, L,= W, =0.

El tiempo medio en el sistema es el tiempo medio de servicio: W= W_=1/p
(también deducible del resultado de Little W = L/A).

Mas aun, la distribucion de w es como la de s, exponencial de parametro p.
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Ejercicios. Modelo de colas |

Al supercomputador de un centro de calculo llegan usuarios segun un proceso
de Poisson con tasa 5 usuarios cada hora. Sabiendo que éstos consumen un
tiempo de computo aleatorio cuya distribucion puede suponerse exponencial de
media 10 minutos y que la disciplina de cola es una FIFO, se pide:

a) El numero medio de usuarios en el supercomputador y esperando para poder
utilizarlo.
b) Suponiendo que hay usuarios esperando, obtenga el tamafio medio de la cola.

c) Si en la sala de espera hay 4 sillas ¢ cual es la probabilidad de que un usuario
que llega a la sala tenga que esperar de pie?

d) ¢ Cuantas sillas se necesitarian para que un usuario al llegar al sistema tenga
una probabilidad menor del 10% de esperar de pie?

e) ¢ Qué porcentaje de usuarios que llegan al servidor lo encuentran desocupado?
f) Obtenga el tiempo medio de los usuarios en el sistema y en la cola del mismo.

g) Obtenga la probabilidad de que un usuario espere mas de una hora.
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Ejercicios. Modelo de colas Il

El trafico en un centro de computacion de mensajes, para una de las lineas de sa-
lida, llega segun un patrén aleatorio de Poisson con un promedio de 240 mensa-
jes por minuto. La linea tiene una velocidad de transmisién de 800 octetos por se-
gundo. La longitud del mensaje es aleatoria con distribuciéon aproximadamente
exponencial con longitud media de 176 octetos. Se pide:

a) Calcular las medidas estadisticas de las prestaciones del sistema desde el pun-
to de vista del usuario suponiendo un niumero elevado de buffers para mensa-
jes.

b) Suponiendo que se desea colocar solamente buffers para que la probabilidad
de que todos estén llenos en un determinado instante sea menor que 0.005,
écuantos hay que colocar? Calcular los estadisticos de las prestaciones desde
el punto de vista del usuario para esta nueva situacion.




